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Mathematische Modelle aus Biologie und Okologie

Maria Koth

Der neue AHS-Oberstufenlehrplan sieht in der 7. Klasse
des Realgymnasiums die "Untersuchung vernetzter Systeme"
und hier insbesondere das Beschreiben von Systemen mit Hilfe
von Differenzengleichungen sowie das Durchfiihren von Simu-
lationen vor. Im Hinblick darauf werden in diesem Vortrag
einfache Beispiele fiir Wachstumsmodelle aus der Populations-
Okologie vorgestellt. Dabei werden stetige Modelle betrachtet,
die die zeitliche Entwicklung zweier interagierender Popula-
tionen fiir drei in der Natur hiufig vorkommende Arten von
Wechselbeziehungen, nimlich Konkurrenz, Symbiose und
Riuber-Beute-Beziehung, beschreiben.

Mathematische Modelle in der Populationsékologie
haben eine lange Tradition. Die klassischen populationsdyna-
mischen Modelle wurden bereits in den zwanziger und dreifliger
Jahren dieses Jahrhunderts, dem sogenannten "goldenen Zeit-
alter” der theoretischen Okologie, entwickelt. Wesentlichen
Anteil daran hatten die Mathematiker Vito Volterra und Alfred
Lotka. Nachdrucke ihrer wichtigsten Arbeiten findet man in
[10], eine ibersichtliche Darstellung des gesamten Themen-
bereiches und seiner mathematischen Grundlagen in [6].

1. Zwei Populationen in Riuber-Beute-Beziehung

Die Réiuber—Beute-Wechselwirkung zwischen zwei Arten
ist eine reine Nahrungsbeziehung, in der die eine Art, Riuber
genannt, die andere Art, die Beute, frifit. Sie kommt in der
Natur sehr héufig vor, da sich viele Tierarten durch den Fang
von Beute erndhren. Man denke etwa an Kifer und Blattliuse,
an Haie und pflanzenfressende Fische oder an Lowen und Zebras.
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Auch die Beziehung zwischen Weidetieren und Gras oder den
Brutparasitismus des Kuckucks kann man zu den Riuber-Beute-
Beziehungen zihlen.

Das wohl bekannteste aller populationsékologischen
Modelle ist jenes Gleichungssystem zur Beschreibung von
Réuber-Beute-Beziehungen, das der italienische Mathematiker
Vito Volterra in den zwanziger Jahren dieses Jahrhunderts
aufgestellt hat. Ausgangspunkt dazu war angeblich die
folgende Problemstellung:

Jahrelange Beobachtungen des Fischbestandes in der
nordlichen Adria hatten ergeben, da8 sich die Zusammen-
setzung der Fischpopulation wihrend des ersten Weltkriegs
verdndert hatte. In den Kriegsjahren war der Fischfang in
der Adria weitgehend unterbunden, in den Jahren danach waren
Haie und andere rauberische Arten zahlreicher im Vergleich
zu den pflanzenfressenden Fischen als vor dem Krieg. Die
Reduktion des Fischfangs hatte offensichtlich der Fischpopu-
lation erlaubt zu wachsen. Es ist jedoch nicht unmittelbar
einzusehen, warum sich diese alle Fischarten doch gleicher-
mafen betreffende Verminderung der Fischerei auf die Raub-
fische giinstiger auswirkte als auf die Beutefische. Die
Uberlegungen Volterras gestatten es, eine plausible Antwort
auf diese Frage zu geben.

Das Modell von Volterra geht von zwei Populationen
mit gemeinsamem Lebensraum aus, deren Generationen stetig
ineinander iibergehen. Mit x = x(t) wird die Zahl der
Beutetiere zum Zeitpunkt t >0 bezeichnet, mit y = y(t) die Zahl
der Riuber.

Man, nimmt nun an, daB die Beutepopulation in Abwesen-
heit der Riuber exponentiell mit Zuwachsrate a wichst, das
heiflt, daB dx/dt = ax, wobei a>0 ist. Diese Wachstumsrate
wird durch den zerstorerischen EinfluB der Riuber verringert.
Es erscheint plausibel anzunehmen, daf die Zerstdrungsrate
proportional zur GrofBe y der Rauberpopulation ist. Das fiihrt
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zur Gleichung
dx/dt = x(a-by) ab>0

Umgekehrt soll die Rauberpopulation fiir sich allein expo-
nentiell aussterben, das heifit dy/dt = -cy fiir ein ¢ >0, und

die Wachstumsrate der Rduberpopulation soll umso gréfer sein,
je mehr Beute vorhanden ist:

dy/dt = y(-c+dx) ¢d >0

Man erhélt somit ein System von gewdhnlichen, nichtlinearen
Differentialgleichungen, das die zeitliche Entwicklung der
beiden Populationsgréfen unter den einfachen obigen Voraus-
setzungen beschreibt:

x = x(a-by)
y = y(-c+dx) ab,c,d >0 (1)

(Ublicherweise wird die Ableitung nach der Zeit mit x bzw.
y bezeichnet). Da negative PopulationsgréBen nicht sinnvoll
sind, kommt als Definitionsbereich fiir dieses Gleichungs-
system nur

R4+2 = {(x,y): x20, y=0}

in Betracht. Dieser Bereich ist invariant, ebenso wie auch

sein Rand invariant ist. Das bedeutet, daB die Populations-
groBen x und y nie negativ werden kénnen, sofern sie nicht von
Beginn an negativ waren. Ist nimlich x(0)=0, so ist auch
x(t)=0 fir alle t=0, und y(t) = y(0)e-Ct (Das bedeutet, daB
die Beutepopulation nicht aus dem Nichts entstehen kann und
daf} die Riuber aussterben, wenn es keine Beute gibt). Ist
umgekehrt y(0)=0, so folgt y(t)=0 fiir alle t=0, und x(t) =
x(0)edt (Auch die Riuberpopulation kann nicht aus dem Nichts
entstehen, die Beutepopulation wichst in Abwesenheit der
Riuber exponentiell).
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Obwohl die obige Differentialgleichung von relativ
einfacher Gestalt ist, ist es nicht méglich, sie explizit,
d.h. formelmiBig, zu 16sen. Sind numerische Werte oder
Graphen von x(t) und y(t) gesucht, so kann die Integration
durch numerische Methoden wie das Newton' sche Niherungs-
verfahren oder das Runge-Kutta Verfahren mit einem Computer
erfolgen.

Man kann jedoch eine qualitative Analyse der Differen-
tialgleichung und ihrer Lésungen durchfithren. Die
Differentialgleichung ordnet jedem Punkt des Definitions-
bereichs einen Vektor (X,y) zu, der die Richtung der Losungs-
kurve in diesem Punkt angibt. Wird einer Stelle (xQ,yQ) der
Nullvektor zugeordnet, so bedeutet das, da8 sich die ent-
sprechenden PopulationsgréBen xq und y0 im Lauf der Zeit nicht
dndern. Die Losungskurve ist in diesem Fall ein Punkt. Man nennt
die Losungen von x = y = 0 daher stationire Losungen oder
Gleichgewichtspunkte des Systems. Man sieht sofort, daB
System (1) neben dem Randgleichgewichtspunkt (0,0) stets auch
einen Gleichgewichtspunkt (c/d, a/b) im Inneren des
Definitionsbereiches hat. Auskunft iiber den Verlauf der
Losungskurven geben vor allem die Isoklinen: die Losungen
der Gleichungen x = 0 bzw. y = 0 geben an, wo sich das
Vorzeichen von x bzw y 4ndert. Als Isoklinen von System (1)
erhdlt man die Geraden y = a/b sowie x = c/d, die einander
im inneren Gleichgewichtspunkt schneiden und den Definitions-
bereich in vier Zonen aufteilen.

In Zone 1 ist x>0 und y >0, hier nehmen daher sowohl
Raub- als auch Beutetiere zu, und die Losungskurve bewegt sich
in Richtung Zone 2. Auf der Geraden y=a/b gilt =0 und y>0,
das heifit die Zahl der Beutetiere bleibt konstant, wihrend
die Raubtiere anwachsen. In Zone 2 ist nun % <0 und y>0, usw.
Aus diesen Uberlegungen gewinnt man den Eindruck, daB sich
die Losungskurven gegen den Uhrzeigersinn um den Gleich-
gewichtspunkt (c¢/d, a/b) herumbewegen.
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Man kann nun zeigen, daB die Lésungen sogar geschlossene
Kurven um den Gleichgewichtspunkt sind. Dividiert man die zweite
Gleichung durch die erste, so erhilt man

dy/dt _ g_y —  Y(c+dx)
dx/dt dx x(a-by)

Trennung der Variablen und anschlieBende Integration fihrt auf
Z.bdy = d- %)dx
a c
I(—y' -b)dy = [(d - ?)dx

alogy-b.y =dx-c.logx + C,

wobei C eine Integrationskonstante ist. Die so erhaltene Funktion
V(x,y) = clog x-d.x + alogy - b.y = const.

beschreibt implizit die Losungskurven. Es gilt nimlich

d _ 4V, dv. ¢ . a .
3 VOYOl = Fhr sy = C-ak+ by =0,

und somit folgt aus VI[x(0),y(0)] = k stets Vix®),y®)] =k
fir alle t=0.
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Man kann sich vorstellen, dafl die Funktion V jedem
Punkt (x,y) eine "Hoéhe" V(x,y) zuordnet. V nimmt in R+2 ihr
Maximum im Gleichgewichtspunkt (c/d, a/b) an, nimmt entlang
jedes Halbstrahls, der von dort ausgeht, streng monoton ab
und nimmt alle kleineren Werte an. Verbindet man alle Punkte
(x,y), fir die V(x,y)=k ist, so erhilt man eine geschlossene
Kurve, eine Art Hohenschichtslinie. Da die Lésungskurven
auf diesen geschlossenen Kurvenziigen bleiben, miissen sie
periodisch sein.
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Stellt man die Entwicklung der beiden Populationen
in einem Koordinatensystem mit der Zeit als x-Achse dar, so
erhdlt man ein asynchrones periodisches Schwingen der Popula-
tionsgréfen.
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Selbstverstindlich hingen Frequenz und Amplitude dieser
Schwingungen von den Anfangsbedingungen ab. Fiir den Mittel-
wert der PopulationsgréBen gilt das jedoch nicht. Ist T
die Periodendauer einer betrachteten Schwingung, so ist
das Zeitmittel der beiden Population gegeben durch

T T
*1- &((t)dt sowie lf (Hdt
T Ty
0 0

Aus %(log X) = %x(logx)%}t- = -)1: = a-by folgt, dal
T T
IH% log x(t) dt = [ [a-by(D)]dt .
0 0
T
Da aber J ac-:- log x(t) dt = log x(T) - log x(0) = 0 ist,
0
T T
muf} auch I[a -by()] dt = aT - b.fy(t)dt = 0 gelten.
0 0
Fir das Zeitmittel der y-Population ergibt sich somit
T T
% ‘{?I(t)dt = %, und analog erhilt man ,%-,- {x(t)dt = % .
0 " 0

Unabhingig davon auf welcher der periodischen Bahnen die
Populationsgréfen oszillieren, entsprechen also ihre Mittel-
werte stets den Gleichgewichtskoordinaten c/d bzw. a/b.

Diese Unabhingigkeit der Zeitmittel von den Anfangs-
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C/

bedingungen hat nun ungiinstige Folgen fiir die Schiadlings-
bekdmpfung. Will man eine der beiden Tierarten dezimieren,
weil sie als Schidlinge gelten, so kdnnen die folgenden

Fille eintreten: Dezimiert man etwa die Beutetiere, wenn sie
sich gerade in Punkt 1 befinden, so bringt man das System in
eine kleinere, niher beim Fixpunkt liegende Bahn, und die
Schwingungsamplituden der beiden Populationsgré8en nehmen tat-
sdchlich ab. Verringert man die Zahl der Beutetiere dagegen

an der Stelle 2, so oszilliert das System danach auf einer
grofBeren, weiter auflen liegenden Bahn. Man erreicht also wohl
ein voriibergehendes drastisches Zuriickgehen der Beute- und
auch der Raubtiere, nach einiger Zeit aber wird die Zahl der
Beutetiere viel héher als sie je zuvor war. In beiden

Féllen werden durch den einmaligen Vernichtungsfeldzug nur
die Schwankungen im Schidlingsbefall verindert, die Zeitmittel
der Schédlingspopulationen sind jedoch immer gleich gro8.
Auch ein vollstindiges Ausrotten der Beutetiere ist nicht

die ideale Losung: in diesem Fall sterben niimlich als
Konsequenz auch die Réuber aus, und diese Folgeerscheinung
ist nicht immer gewiinscht.

Stetige Dezimierung der beiden Populationen, etwa durch
regelméiBiges Anwenden chemischer Schidlingsbekdmpfungs-
mittel, erweist sich ebenfalls als bedenklich: Durch diesen
stindigen Eingriff von aufBen wird die Wachstumsrate der
Beutetiere verringert - aus a wird etwa a-k - und die Sterbe-
rate der Réduber vergrofert - statt ¢ betrdgt sie c+m. Im
Zeitmittel ist daher die Zahl (a-k)/b der Raubtiere kleiner,
die Zahl (c+m)/d der Beutetiere dagegen gréfer als im
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ungestorten Zustand. So fihren etwa Insektizide, die

sowohl auf die Schidlinge als auch auf deren natiirliche

Gegner, wie Marienkifer oder Schlupfwespen, wirken, zu

einer Vermehrung der Schidlinge und einer Verminderung ihrer

FreBfeinde.
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Dieses "Volterrasche Prinzip" ermdglicht es auch,
das starkere Anwachsen der Raubfische wihrend des Weltkriegs
zu erkldren. Durch das Fischen wird die Wachstumsrate a der
Beutefische verkleinert und die Sterberate ¢ der Raubfische
erhoht, und das Zeitmittel der Beutefische ist gréBer als
im ungestdrten Zustand. Wird der Fischfang eingestellt, so
nchmen die Raubfische zu, die Beutefische aber ab.

Eine offensichtliche Schwiche dieses Modells ist
die Annahme, daf} die Grofie der Beutepopulation nur durch
den EinfluB der Riuber begrenzt wird und in Abwesenheit der
Réuber exponentiell gegen Unendlich wichst. Realistischer-
weise mufl man davon ausgehen, daff der Beutepopulation immer
nur begrenzte Ressourcen zur Verfligung stehen’und daB daher
ihre Grofe daneben auch von dichteabhingigen intraspezifischen
Konkurrenzfaktoren in Schranken gehalten wird.

Nimmt man nun an, daf es in der Beutepopulation nicht
exponentielles, sondern logistisches Wachstum gibt, so
erhélt man das folgende allgemeinere Modell, dessen Dynamik
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sich wesentlich von der von System (1) unterscheidet:

X
y = y(-c+dx) a,b,c,d,e >0 )

Man sieht sofort, daBl es in diesem Modell stets zwei Gleich-
gewichtspunkte am Rand von R+2 gibt, ndmlich (0/0) und

(a/e,0). Ein innerer Gleichgewichtspunkt dagegen existiert nicht
unbedingt. Die Ermittlung der Isoklinen x = 0 <--> ex+by = a
und y = 0 <--> x = c/d zeigt, daB man je nach der GréBe der
Parameter zwei Fille unterscheiden muf:

y y=0

§=0 a
b

a.jo

c a
d e

Ist ad < ce, so haben die Isoklinen keinen Schnittpunkt im
Inneren von R+2, und es gibt demnach keinen inneren Gleich-
gewichtspunkt. Alle Lésungskurven konvergieren gegen den
stabilen Randgleichgewichtspunkt (a/e,0). Biologisch bedeutet
das, daf die vorhandene Beute zum Uberleben der Riuber nicht
- ausreicht. Die Réuberpopulation stirbt aus, bei der Beute-
population stellt sich die konstante Populationsgréfe a/e

ein.

Ist dagegen ad > ce, so schneiden einander d1e Isoklinen im
Punkt mit den Koordinaten

¢ ad-ec
T v

und man kann zeigen, daB jede Losungskurve gegen diesen Punkt
konvergiert. Hier stellt sich also ein Gleichgewicht ein, bei
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dem beide Populationen koexistieren. Die Art der Konver-
genz hingt allerdings von der Grofe der Parameter ab: Fiir
kleines e nihern sich die Lésungen dem Fixpunkt spiralenfor-
mig, ist e > 2d(-1+(1+a/c)0,3), so geht diese Spiralform
verloren. Im ersten Fall wird der Fixpunkt als stabiler
Strudelpunkt bezeichnet, im zweiten Fall liegt ein stabiler
Knoten vor.

Das oben erlduterte "Volterrasche Prinzip" hat aber
auch in diesem Modell Giiltigkeit; Stindiges Dezimieren
der beiden Populationen von auBen bedeutet auch hier, daf
die Wachstumsrate a verkleinert und die Sterberate ¢ ver-
groBert wird. Dadurch verschiebt sich die Lage des Gleich-
gewichtspunktes wiederum zugunsten der Beutepopulation.
Falls sogar a/e kleiner als ¢/d wird, werden die Riuber hier
Uberhaupt ausgerottet.

2) Zwei Populationen in Konkurrenz

Eine ganz andere Form der Wechselbeziehung ist die der
Konkurrenz. Hier stehen zwei Arten im Wettbewerb um begrenzte
Ressourcen, bei Pflanzen um die Standortbedingungen (Licht,
Wasser, Nihrsalze), bei Tieren um Nahrung, geeigneten Wohnraum
oder Niststitten. Je mehr dabei von der anderen Population da
sind, desto schlechter ist es fiir die eigene Art.

In Analogie zu den obigen Uberlegungen konnte man diese
Wechselwirkung durch ein System bestehend aus zwei Volterra-
Beute-Gleichungen beschreiben:

X = x(a-by)
y = y(c-dx) a,b,c,d > 0 3)

B L ——

Dieser denkbar einfachste Ansatz bedeutet, daB jede der beiden
Populationen fiir sich allein exponentiell mit Zuwachsrate a
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bzw. ¢ wichst. Der konkurrenzierende Einflufl der zweiten Popu-
lation verringert diese Wachstumsrate, und zwar umso stirker,
je groBer die zweite Population ist.

Dieses Gleichungssystem hat dieselben Gleichgewichts-
punkte (0,0) und (c/d,a/b) wie das Riuber-Beute-Modell (1)
und auch dieselben Isoklinen x = 0 <--> y = a/b und
y =0 <--> x = ¢/d , die wiederum den Zustandsraum R 2
in vier Zonen teilen. Die Ermittlung des Vorzeichens von x
und y in den einzelnen Zonen 148t jedoch erkennen, daB die
Ldsungskurven hier ganz anders aussehen als beim Riuber-
Beute-Modell. Berechnung ergibt, daB der innere Gleich-
gewichtspunkt (c/d, a/b) ein sogenannter Sattelpunkt ist
und daB die Ldsungskurven in etwa folgendermaBen verlaufen:

y

ol

ajln

Inhaltlich bedeutet das, daB eine stabile Koexistenz
der beiden Populationen unter diesen einfachen Annahmen
nicht méglich ist. Weicht die Zusammensetzung der Population
-auch nur geringfligig von den Gleichgewichtskoordinaten ab,
so bewegt sich die zugehorige Lésungskurve fiir fast alle
Anfangsbedingungen ab einem gewissen Zeitpunkt immer weiter
vom Gleichgewichtspunkt weg. Je nach den anfinglichen Popu-
lationsgroBen stirbt schlieBlich entweder die x- oder die
y-Bevdlkerung aus, und die andere Art wiichst unbeschrinkt an.

Wihrend das einfache Riuber-Beute-Modell (1) zumindest
auf Oszillationen der Populationsgréfen fiihrt, wie sie in der
Natur tatsdchlich beobachtet werden, ergibt sich also hier,
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daB stets mindestens eine der beiden Populationen ins
Unendliche wichst. Diesem einfachen Modell kann infolge-
dessen keinerlei praktische Relevanz zukommen.

Betrachtet man zwei konkurrenzierende Arten, von denen
jede fiir sich allein logistisch wichst, so erhilt man ein
allgemeineres Konkurrenzmodell, in dem das unbegrenzte
Anwachsen der Populationen nicht mehr auftreten kann:

X = x(a-ex-by)
? = y(c-dx-fY) a’b)c’d’e’f > O (4)

Dieses System hat drei Randgleichgewichtspunkte, nimlich
(0,0), (a/e,0) und (0,c/f). Die Isoklinen ex+by = a und
dx+fy = c sind fallende Geraden mit Anstieg -e/b bzw. -d/f.
In Abhéngigkeit von ihrer gegenseitigen Lage ergeben sich
die folgenden méglichen Fille: ¥

cd
f

o

mlmj ’
y

Haben die Isoklinen keinen Schnittpunkt im Inneren von R+2
so konvergieren alle Lésungskurven gegen jenen Randgleich-
gewichtspunkt, der auf der duBeren der beiden Isoklinen

liegt. Biologisch bedeutet das, daB in diesem Fall die
schwichere der beiden Arten ausstirbt und die dominantere
eine konstante Populationsgréfie erreicht.

’




o

- 142 -

iii) Fallen die beiden Isoklinen
zusammen, so ist jeder in R+7-
gelegene Isoklinenpunkt ein
Fixpunkt. Alle anderen
Lésungskurven streben zu
dieser Strecke von Fix-
punkten hin.

a b b a e
<T<F VM F<s <37

Gibt es einen im Inneren von 'R+2 gelegenen Schnittpunkt der
Isoklinen, so hat dieser die Koordinaten

( bc-af ad-ce
bd-ef’ bd-ef )

und ist je nach der Gréfle der Parameter entweder ein Sattel-
punkt oder ein stabiler Knoten:

Im Fall iv) strebt die Losungskurve fiir fast alle
Anfangsbedingungen gegen einen der beiden Randgleichgewichts-
punkte. Der Sattelpunkt teilt R+2 in zwei Gebiete: im einen
setzt sich die x-, im anderen die y-Bevélkerung durch.
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Koexistenz der beiden konkurrierenden Arten ist somit
(abgesehen von der unrealistischen Annahme in iii)) nur im
Fall v) méglich. Hier konvergieren alle Lésungskurven gegen
den inneren Gleichgewichtspunkt.

Mathematisch werden die einzelnen Fille durch die
oben angegebenen Ungleichungen, das heiBt durch den Gréfen-
vergleich der drei Zahlen a/c, b/fund e/d festgelegt.
Ist a/c maximal, so setzt sich die x-Bevolkerung durch, ist
a/c minimal so dominiert die y-Bevélkerung. Liegt a/c
zwischen den beiden anderen Grofen, so gibt es einen inneren
Gleichgewichtspunkt. Vergleicht man die Ungleichungen fiir
die Fille iv) und v), so fillt auf, daB der existierende
Gleichgewichtspunkt genau dann stabil ist, wenn bd < ef gilt.
Da die Parameter b und d die Gréfle der interspezifischen
Konkurrenz zwischen den beiden Arten festlegen, e und f
dagegen die intraspezifische Konkurrenz innerhalb der
einzelnen Populationen beschreiben, kann man diese Ungleichung
folgendermaBen interpretieren: Stabile Koexistenz ist nur dann
moglich, wenn die Populationen ihr eigenes Wachstum stirker
regulieren als das der anderen Art.

3) Einfache Symbiosemodelle -

Eine Symbiose ist eine Beziehung zum gegenseitigen
Vorteil zweier Partner. Je mehr von der anderen Art vorhanden
sind, desto besser ist es fiir die eigene Bevolkerung. Symbiosen
sind in der Natur weit verbreitet, die moglichen Beispiele
reichen von der Schutzsymbiose zwischen Seerosen und Ein-
siedlerkrebsen liber die Mycorrhizabildung an Baumwurzeln
bis zur Bliitenbestdubung und Samenverbreitung durch Tiere
(siehe [8]).

Der denkbar einfachste Ansatz zur Beschreibung einer
Symbiosebeziehung zwischen zwei Populationen besteht darin,
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ein System aus zwei Volterra-Riauber-Gleichungen zu betrach-
ten:

x = x(-a+by)
y = y(-c+dx) a,b,c,d >0 (5)

Hier wiirde jede Population fiir sich allein exponentiell
aussterben, und nur die Férderung durch die zweite Art
tragt positiv zur Wachstumsrate bei.

Wie zu erwarten zeigt die Dynamik dieses Systems
groBe Ahnlichkeit zu der des einfachen Konkurrenzmodells (3):
Man erhilt dieselben Gleichgewichtspunkte und auch die-
selben Isoklinen. Auch die Losungskurven sind von gleicher
Gestalt wie bei (3), sie verlaufen jedoch in entgegengesetzter
Richtung. In Abhidngigkeit von den Anfangsbedingungen sterben
hier also entweder beide Populationen aus, oder beide Popu-
lationen wachsen unbeschrénkt an:

y y=0
\\. -
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Das analoge Modell zur Beschreibung einer Symbiose-
beziehung zwischen zwei logistisch wachsenden Populationen
sieht folgendermafien aus: )

X = x(a-ex+by)
y = y(c-fy+dx) a,b,cd,e,f >0 (6)
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Wie beim Konkurrenzmodell (4) erhéilt man auch hier die drei
Randgleichgewichtpunkte (0/0), (a/e,0) und (0,c/f), die Iso-
klinen ex-by = a und fy-dx = ¢ sind in diesem Fall jedoch
wachsende Geraden:

/ x=0

o (o)

bd = ef

bd < ef

Ist bd = ef, so haben, die Isoklinen keinen Schnittpunkt.
In diesem Fall wachsen beide Populationen unbeschrinkt an.
Ist dagegen bd < ef, so gibt es einen inneren Gleichgewichts-
punkt mit den Koordinaten
(af+bc
ef-bd

ad+ec
> ef-bd

gegen den alle Losungskurven konvergieren. Ahnlich wie beim
Konkurrenzmodell (4) ist also auch hier eine stabile Koexistenz
der beiden Populationen nur dann zu erwarten, wenn die inter-

spezifische Wechselwirkung von einer starken intraspezifischen
Limitierung der Populationsgréfien dominiert wird.

4) Ausblick: Mogliche Verallgemeinerungen

Mathematisch gesehen sind alle bisher betrachteten
Gleichungssysteme Sonderfille der sogenannten allgemeinen
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Volterra-Lotka-Gleichung fiir zwei Populationen:

x = x(a+ex+by)
y = y(c+dx+fy) (7

wobei a,b,c,d,e und f beliebige reelle Zahlen sind. Je nach
GrofBe und Vorzeichen der einzelnen Koeffizienten kénnen durch
diese Gleichung verschiedenste Typen von Wechselwirkungen
zwischen zwei Populationen beschrieben werden.

Die mathematischen Eigenschaften der zweidimensionalen
Lotka-Volterra-Gleichung sind genau untersucht, eine
vollstindige Klassifizierung fiihrt auf iber 100 mogliche Fille.
Ein wesentliches Resultat dabei ist, dafl System (7) keine iso-
lierten periodischen L&sungen haben kann (Eine periodische Bahn
heifit isoliert, wenn sie eine Umgebung besitzt, in der es keine
weiteren periodischen Bahnen gibt).

Empirische Daten lassen jedoch darauf schlieffien, daf
es in wirklichen Riuber-Beute-Systemen zur Ausbildung solcher
periodischer Bahnen kommt. So zeigen etwa die jahrhunderte-
langen Aufzeichnungen der Hudson Bay Company iiber die Zahl
der verkauften Felle von Schneehasen und Luchsen in Kanada,
daf die Populationsgrofen gleichbleibende Schwankungen auf-
weisen. Diese kdnnen mit den Oszillationen des einfachen
Volterramodells (1) nicht erklidrt werden, da hier der kleinste
Storeinflufl von auBlen das System von einer periodischen Bahn
auf eine andere bringt. Auflerdem zeigt die Dynamik von
System (2), daB bei dichteabhingigen intraspezifischen
Beschrinkungen innerhalb der Beutepopulation {iberhaupt
keine Oszillationen mehr auftreten: Erginzt man im
Klammerausdruck der Beutegleichung von System (1) den
Term -ex, so streben die Losungskurven selbst fiir ein
noch so kleines positives e gegen einen Gleichgewichtspunkt.

Es ist daher naheliegend, kompliziertere Modelle
zu betrachten, indem man etwa die linearen Wechselwirkunsterme
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der Lotka-Volterra-Gleichung durch geeignete nichtlineare .
Funktionen in X und y ersetzt:

x = x.F(x,y)
y =y.G(x.y)

~
o

Schon die Wahl einer geeigneten Polynomfunktion 2. Grades

fir F kann ausreichen, um die beobachteten stabilen Schwankungen
der Populationsgréfen eines Riuber-Beute-Systems zu beschreiben.
So hat etwa das Gleichungssystem

= x((1+x)(3-x)-y)
= Y(X'O’S)

e Do

eine isolierte periodische Losung, und alle anderen Lésungs-
kurven streben zu dieser periodischen Bahn hin (siehe [6]).

Eine andere naheliegende Verallgemeinerung besteht
darin, Wechselwirkungen zwischen mehr als zwei Populationen
zu betrachten. Die allgemeine Volterra-Lotka-Gleichung fiir n
Populationen lautet:

X] = x1(a1Q + aj1x1 + apxg + ...... + apXp)
X2 = x2(apQ + a21X] + a2x2 + ...... + a2nXp)
X3 = x3(a3zQ + a3z(x] + a3px2 + ...... + a3pXp)

--------------
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Auch hier gibt der Term ajg+ ajjxj an, wie sich die i-te
Bevoélkerung in Abwesenheit aller anderen entwickelt. Der
Koeffizient ajj beschreibt die Wirkung der j-ten auf die i-te
Bevolkerung. Die betrachteten Beispiele fiir zweidimensionale
Lotka-Volterra-Modelle lassen darauf schlieen, daB es nicht
sehr realistisch ist, die Wechselwirkungsgréfen als konstant
anzunehmen. Trotzdem kann aber auch dieses einfachste denkbare
Modell zumindest eine erste Orientierung liefern. Es zeigt
sich, daB bei dieser Gleichung schon im Fall n=3 eine sehr
komplizierte Dynamik auftreten kann (siche [6]). Wihrend sich
die zweidimensinale Volterra-Lotka-Gleichung mathematisch
vollstindig klassifizieren 14Bt, kann man fiir die hoher-
dimensionale Gleichung fast keine allgemeingiiltigen Aussagen
mehr treffen.

6) Computersimulatuion von Losungskurven

Will man Losungskurven der betrachteten Modelle am
Computerbildschirm darstellen, so empfiehlt sich etwa die
Verwendung des Computeralgebraprogramms DERIVE, das in der
Hilfsdatei ODE_APPR.MTH verschiedene Niherungsmethoden
fiir Differentialgleichungen zur Verfiigung stellt.

Nach dem Starten von DERIVE lidt man zunichst durch
Anwihlen der Meniipunkte TRANSFER LOAD UTILITY die Hilfs-
datei ODE_APPR.MTH. Durch Eingabe des Befehls

RK([f(x,),8(x,y)],[t,x,y1,[t0,x0, Y0, h,n)

und anschlieflendes Anwihlen von approX werden nun n Schritte
jener Losungskurve des Systems x = f(x,y), y»= g(x,y), die
zum Zeitpunkt tg im Anfangspunkt (x(,y) startet, mit Schritt-
weite h durch ein Runge-Kutta-Verfahren angenihert. Als
Ergebnis erhilt man eine Matrix

[([t0,x0, Y01, [t1,X1,¥1]s ceverrvnerrnnnn » [tnsXns¥nll,
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deren Zeilenvektoren die Zeitpunkte t; und die Koordinaten

(xi,yi) der berechneten Punkte enthalten. Mit dem Befehl
EXTRACT 2 _COLUMNS (A,i,j) kann man aus einer Matrix A alle
Spalten mit Ausnahme der i-ten und der j-ten streichen.

Eingabe von approX EXTRACT 2 COLUMNS (#...,2,3), wobei #...
die Referenznummer der obigen Matrix enthilt, ergibt daher

die Matrix:

([x0,y0l, [x1,y10seeeenenennnnnn, , [(Xn,ynll-

Diese Folge von Punkten kann nun bequem durch zweimaliges
Anwihlen von PLOT in einem zweidimensionalen Koordinaten-
system dargestellt werden.

Die Wahl eines geeigneten Bildschirmausschnittes
erfolgt dabei mit Hilfe der Meniipunkte CENTER und ZOOM.
ZOOM bewirkt eine Streckung bzw. Stauchung der Koordinaten-
achsen, CENTER verschiebt den Koordinatenursprung an jene
Stelle, an der sich das eingezeichnete Kreuz befindet,
das mit den Cursortasten nach Wunsch verschoben werden kann.
Mit dem Meniipunkt OPTIONS STATE kann man schlieflich die
gezeichneten Datenpunkte durch Strecken verbinden lassen
und die Grofle der Datenpunkte wihlen.

Genauso kénnte man natiirlich mit Hilfe der Befehle
EXTRACT_2_COLUMNS (#.., 1,2) bzw. EXTRACT 2_COLUMNS
(#..,1,3) die Entwicklung der einzelnen Populationsgréfen
gegen die Zeit als x-Achse darstellen.
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